O pewnej nieréwnosci geometrycznej

Przedostatnia réwno$¢ bierze si¢ z mniej
powszechnie znanego wzoru

na powierzchnie tréjkata wpisanego

w okrag o promieniu R:

2 . . .
2R sin a sin B sin 7y,

a ostatnia z potegi punktu wzgledem
okregu.
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Matematycy zarejestrowali i nazwali kilkaset punktéw szczegdlnych tréjkata i co
najmniej tyle charakterystycznych prostych i odcinkéw. Tu cheialam zajac sie
sytuacja, gdy pewien punkt trojkata jest rzutowany prostokatnie na jego boki.

Przyjmijmy oznaczenia z rysunku obok oraz standardowe
oznaczenia a, b, ¢ i a, (3, 7. Ponadto oznaczmy przez R
promien okregu opisanego na tym tréjkacie i przez O
(niewidoczny na rysunku) jego $rodek. Tréjkat A B1Cy
nazywamy trojkatem rzutéw punktu P; jego pole oznaczamy
przez Sp, a pole calego tréjkata przez S. Odleglosé P od O
oznaczymy przez d. Ponadto punkt A’ to drugie przeciecie
okregu opisanego na ABC' z prosta AP.

Miedzy odcinkami w tej konfiguracji zachodza przerézne

zaleznosci, tatwe do uzyskania bardzo elementarnymi

sposobami (jak np. twierdzenie Pitagorasa). Mamy wiec
a? + b2 +c? =ad + b3+ c2

a dlugosé odcinka A1B; to

ﬁ = \/d2 +d? + 2d,dy cosy = losiny
i wiele innych powszechnie znanych zaleznosci.
d? 45,
Mniej znana jest zalezno$¢ — iZhe =1-—"

S
Aby sie o tym przekonaé, warto zwrdcié uwage na réwnosé¢ <A;C1B; = < A’BP.

Jest tak dlatego (rys. 1), ze (prosze¢ przesledzié¢ rachunki)
XAPB = 360°—XAPB;—XB1PA; = XBPA; = 360°—<XAPB;—(180°—<XACB)—«xBPA; =
=180° — XAC1B1 + XAA'B — ¥xBC1 B = 180° + X AA'B — (180° — xA1C1 B1) =
= XAA'B + XA1C1 By, czyli XxA101B1 = XAPB — XAA'B = XA'BP.
Wobec twierdzenia sinuséw mamy
A1Cy = BPsin~y, B1C; = APsinf3, A/Psina = BPsin<A’'BP.
Zatem SP = %AlCl . 3101 sin {AlClBl lAlCl 3101 sin {A/BP =
= 1AP-BPsinysin3sin {A'BP = ;AP A'Psinasin Bsiny = AP A'P 2R2 =
S 2 2
4R2(R —d°),
co daje zapowiedziana rownosé.
Zapowiedziana w tytule nier6wno$c¢ jest nastepujaca:
a?+a3 b3 +b3 +c1f+c1§ 23 d?
a? b2 2 72 R
Dla celéw dowodowych przedstawimy ja w nieco bardziej skomplikowanej postaci
2, 72 2 2,72 2 2,72 2 2
) lb+lc—2da+lc—|—la—2db+la+lb—2dc>§+d_.
a? b2 c2 2 RZ?

Znany mi dowdd jest potwornie rachunkowy i przebiega w trzech krokach.
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+(a® + ¢?)(d2 + d2 + 2dade cos B) + +(a® + b?)(dZ + d} + 2dady cos C) | =
1
452

+E [(b2 + c?)dpde cos A + (a2 + ¢?)dqdc cos B + (a? + b?)dady cos C] =

(8% + ¢)d} + (b + *)d2 + (a® + )d2 + (a® + *)d2 + (a® +b)d3 + (a® +b7)d} ] +

[(6% 4 ¢2)(d] + d2) + (a® + ¢*)(d2 + d2) + (a® + b*)(d + d7) | +

- 452
1 | @+ B + 2 —a?)dyde 4 (a® + c?)(a® + 2 — b?)dgd. 4 (a® +v?)(a® +b% — cz)dadb:| _

+ 152 be ac ab

= (20 + b7 + *)d2 + (a® + 267 + P)dp + (a® + b* +2¢%)d2 | +
1| (B2 4+ ) (b2 +c? —a?)dade  (a® +c2)(a® + 2 —b2)dade  (a® +1%)(a? + % — c?)dad,,
Tis2 N N '

be ac ab

Odcinki dg, dy, d. sa wysokoSciami w trzech tréjkatach APB, BPC, CPA, stad
25 = ad, + bdy + cd..
Ponadto 25 = besina = ca sin 8 = absin~y, co pozwala wyznaczy¢ sinusy «, 3, 7y

25 25 28
—, . W konsekwencji pola trojkatow
be’ ca’ ab’
28 28

258
A, PB;, B1PCy, C1PA; sa odpowiednio réwne b—dbdc, —d.dg, o
c ca a
. SP o dbdc dbdc dbdc
coda‘]egf be N be + be
Te zaleznosci wraz ze wzorem Herona pozwalaja wykonaé

jako, odpowiednio,

dadba

Krok II
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Gdy rzutowany punkt bedzie lezal na
okregu opisanym na tréjkacie ABC),
wéwcezas punkty A’, B', C’ beda
wspélliniowe — prosta, na ktérej beda
lezaly, to prosta Simsona.
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Krok III

polega juz tylko na wstawieniu do otrzymanego wzoru pierwszej uzyskanej
zaleznosci
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C (l+ C a a C 1_ =
a? b2 c? Rz 2
1 b? — 2 ? — a? a? — b%12
——_ld, d d, } ,
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a? + b2 + c? -
3 d? 1 b% — 2 c? — a? a? — b%72
242 4 a4, d de } ,
2 PRt [ thT Tt

co koriczy dowdd nieréwnosci (x), gdyz ostatni sktadnik prawej strony jest
nieujemny.

A teraz ré6wnosé

Problem, kiedy w otrzymanej nieréwnosci jest rownosé, sprowadza sie¢ do
pytania, kiedy
b? — 2 c? —a? a? — b2
a b c
Aby odpowiedzie¢ na nie sensownie, nalezy spojrzeé¢ na rozpatrywana sytuacje
ogollnie;j.

Punkt, ktorego rzuty na boki tréjkata rozpatrujemy, nie musi leze¢ we wnetrzu
tego trojkata, ale wéwcezas przez boki musimy rozumieé¢ proste zawierajace
wierzchotki. Nasze rachunki przebiegng poprawnie, gdy zdecydujemy sie liczbom
dg, dp, d. dodaé znaki: liczba bedzie dodatnia, gdy punkt, rzutowany na bok
przechodzacy przez dwa wierzchotki, bedzie lezat po tej samej stronie owego
boku, co trzeci wierzchotek, i bedzie ujemna w przeciwnym przypadku. Podobnie
bedzie z polami tréjkatéw: ustalimy (dowolnie) jeden z obrotéw plaszczyzny

i bedziemy pole tréojkata traktowali jako dodatnie przy kolejnosci wierzchotkow
zgodnej z tym obrotem, i jako ujemne w przeciwnym przypadku.

W 1828 roku Julius Pliicker spostrzegl, ze tak uogélnione liczby d,, dy, d. moga
by¢ potraktowane jako wspolrzedne punktu P. Zauwazyl tez, ze liczby te sg dane
z dokltadnoséia do proporcjonalnoéci, dlatego bedziemy je tu zapisywali jako

[da : dp : d.]. Obecnie méwi sie, ze sa to wspdlrzedne trajliniowe.

Tu z ich wlasnosci bedzie dla nas istotny tylko fakt, ze proste we wspdtrzednych
tréjliniowych maja réwnanie liniowe ([5]).

Rozpatrzmy wigc prosta o réwnaniu
b2 —c? c? —a? a® —b?
Tl + x2 + 3 =0.
a b

Z (%) wynika, ze — gdy w dowiedzionej nier6wnosci jest réwnosé — lezy na niej
punkt P. Pozostaje pytanie, co to za prosta.

Poniewaz wspdlrzedne trojliniowe srodka okregu opisanego na tréjkacie ABC' to
b2 + ¢ —a? . b2+ % —a? _ b2+c2—a2]

be ' be ' be ’
wiec na tej prostej lezy rowniez ten srodek:

[cosa : cos Beosy] = |

b2 4c?—a?  b2—c? a?tcb? | 2—q? n a?4b2 -2 a?—p?

be a ac b ab c -
_ a4+b4+c47a47b47c4+2a2b2+2b2c2+2a2c27211217272172027211202 =0
- abc -
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Symediang nazywamy prosta
symetryczng do srodkowej tréjkata
wzgledem dwusiecznej kata wychodzacej z
tego samego wierzchotka

Okazuje sie, ze na tej prostej lezy takze punkt Lemoine’a, czyli punkt przeciecia
symedian tréjkata ABC, bo — jak mozna sprawdzié ([1], [3]) — jego wspélrzedne
tréjliniowe to [a : b : ¢].
> 2 2 2 2 12
ab c +bc ba +ca b = -+ —a?+ad® - =0.
a (&

A zatem w dowodzonej nieréwnosci jest réwno$é, gdy rozpatrywany punkt lezy
na prostej przechodzacej przez srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC' i przez
jego punkt Lemoine’a.
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