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Wyznaczanie granic ciagéw liczbowych wydaje sie, przynajmniej na poczatku,
zajeciem do$é prozaicznym. Poznajemy pewng grupe regul, ktére w rozmaitych
sytuacjach pozwalaja niemal algorytmicznie znalezé warto$é poszukiwane;j
granicy, badz stwierdzié, ze ciag jest rozbiezny i granicy nie posiada. W tej
ostatniej sytuacji wskazujemy zwykle dwa podciagi, ktore sa zbiezne do dwoch
roznych wartosci. Badanie podciagéw jest w zasadzie metoda uniwersalna, gdyz
nietrudno uzasadnié, ze ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego
podciagi sa zbiezne do tej samej granicy.

Bywa jednak i tak, ze ciag zdaje sie by¢ rozbiezny, ale wskazanie odpowiednich
podciagbéw nastrecza trudnosci. Te sytuacje dobrze obrazuje przyktad ciggu
(sinn),en. Wiemy, a raczej ,wiemy”; ze jest on rozbiezny. Jakie wiec powinni$my
wybraé¢ podciagi, aby to $cisle uzasadnié¢? Nie jest to zupelnie oczywiste. By¢é
moze istnieje jakas niespodziewana zalezno$é miedzy liczbami naturalnymi
a liczba 7, co powoduje, ze ,n modulo 27” ma granice przy n — oo i ciag
(sinn)nen jest zbiezny.
Na szczedcie nasza intuicja dziala w tym przypadku dobrze. Pokazemy, ze ciag
(sinn)pen jest rzeczywiscie rozbiezny. W przeciwnym razie mieliby$my

lim (sin(n +2) —sinn) =0,

n—+oo
poniewaz (sin(n + 2)),en jest podciagiem ciagu (sinn),cy. Jednak
sin(n + 2) — sinn = 2sin(1) cos(n + 1),
wiec ciag (cosn)nen dazylby do zera, a poniewaz
cos(n + 2) — cosn = —2sin(1) sin(n + 1),

to rowniez ciag (sinn),en dazylby do zera. Prowadzi to jednak do sprzecznosci,
gdyz ciag (sin? n + cos? n),en, stale rowny jeden, mialtby granice rowna zero.

Przeprowadzone rozumowanie jest niekonstruktywne — nie wynika z niego, jak
wybra¢ dwa podciagi ciagu (sinn),en, ktore maja roézne granice.

Geste zbiory wartosci
W kontekscie oméwionego przykltadu zastanéwmy sie, ile réznych granic

posiadaja podciagi ciagu (sinn),en. Zacznijmy od rysunku. Poczatkowe wyrazy
uktadaja sie nastepujaco.
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Rys. 1: Wykres funkcji sinus z zaznaczonymi warto$ciami sinn dlan =1,..., 30.

Troche wiecej mozna zaobserwowaé po zrzutowaniu punktéw na o$ Oy.
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Rys. 2: Elementy zbioru {sinn: n =1,...,30}.



Zbiér X C R jest gesty, jezeli dla
dowolnych € > 0 iz € R istnieje takie
ye X, zel|lx—y|l<e

Przyjmujemy tutaj oznaczenie
{2} =2 — |a]

dla dowolnego = € R, gdzie |z] jest
podlogq z x, czyli najwieksza liczba
catkowita, ktora nie przekracza x.

Wielokrotnosé ta jest ciaggle zadanej
postaci n — 2km.

Mimo niewielkiej probki, widaé¢ charakterystyczne skupianie sie punktow
w okolicach wartosci 1 i —1. Jeszcze wyrazniej mozna to dostrzec, jesli
zwiekszymy liczbe punktéw, na przyktad do 300.

Rys. 3: Elementy zbioru {sinn: n =1,...,300}.

W okolicach wartosci skrajnych wyrazy ciagu sa utozone gesciej niz w srodku.
Ponadto, okresowosé funkcji sinus powinna powodowaé, ze opisane zachowanie
nie zalezy od tego, na ktory fragment ciagu patrzymy. Zaznaczmy jego wyrazy
od n = 10001 do n = 10300.

Rys. 4: Elementy zbioru {sinn: n = 10001, ...,10300}.

Rozmieszczenie wartosci jest oczywiscie inne, ale natura wykresu pozostaje
podobna. Jednocze$nie wydaje sie, ze wraz ze wzrostem liczby punktéw luki
miedzy sasiednimi punktami beda coraz mniejsze. Chcemy przez to powiedzieé,
ze w kazdym niepustym przedziale zawartym w [—1, 1] znajda sie wyrazy
omawianego ciaggu. Wlasnosé te formalnie nazywamy gestosciqg.

Twierdzenie. Zbidr {sinn: n € N} jest gesty w przedziale [—1,1].

Idea dowodu jest do$¢ prosta. Dla dowolnego a € [—1, 1] istnieje takie b € R,
ze a = sinb, wiec wystarczy znalezé n € N, dla ktérego sinn jest bliskie sin b.
W tym celu pokazemy, ze w dowolnie malym otoczeniu b znajduje sie liczba
postaci postaci n — 2k7 dla pewnych n, k € N.

Dowdd. Rozwazmy ciag (ar)ren czesci utamkowych ciagu (2k7)gen, to znaczy
ay, = {2kn}. Wszystkie wyrazy ay, leza w przedziale [0, 1], wiec z zasady
szufladkowej Dirichleta wiemy, ze dla dowolnego N € N pewne dwa wyrazy leza
w odleglosci mniejszej niz N 1. Innymi stowy, istnieja liczby naturalne 4, j, dla
ktorych i < j oraz & := a; — a; spelnia warunek |6| < N~!. Ponadto,

§ = 2im — |2im] — 257 + |2j7| = |297] — |2imw] — 2(§ — @),

wiec § # 0 ze wzgledu na niewymierno$é¢ liczby w. Widzimy jednoczesnie, ze §
jest postaci n — 2kw dlan = |2j7 | — |2in], k= j — 1.

Znajdziemy teraz wielokrotno$¢ 0 lezaca blisko b. Zalézmy najpierw, ze b > 0

i dobierzmy liczby m € NU {0}, b’ € [0, N™!) w ten sposob, ze b = N~ m + b'.
Jezeli § > 0, to istnieje m’ € N, dla ktorego

N='m <m/6d < N7 (m + 1),

co gwarantuje, ze |b — m/s| < N='. W przypadku, gdy § < 0, wystarczy znalezé
takie m’ € N, ze 0 < m’§ + 1 < N1 i postapié¢ jak wyzej dla m’S + 1 zamiast J.

W przypadku, gdy b < 0, dowdd jest w zasadzie identyczny, przy czym dla 6 > 0
nalezy postepowac jak wczesniej dla § < 0 i odwrotnie. O

W dowodzie twierdzenia kluczowsg role odegraty dwa spostrzezenia. Po pierwsze,
dzieki okresowosci funkeji sinus, moglismy aproksymowac b nie przez n, co
oczywiscie by sie nie udalo, a przez liczby postaci n — 2kw, dzieki czemu
uzyskaliémy dodatkowa swobode. Po drugie, niewymiernosé liczby m
zagwarantowala, ze 0 jest rozna od zera, co pozwolito znalezé liczbe omawianej
postaci w poblizu b.

WykazaliSmy zatem przy okazji ciekawg rzecz — zbidr liczb {n — 2k7n: n,k € N}
jest gesty w R. Rownowaznie, zbior czesci utamkowych {{2kw} : k € N} jest
gesty w przedziale [0, 1]. W dowodzie ostatniej wlasnosci nie wykorzystalismy

2



zadnych szczegdlnych wlasnosci liczby 7, a jedynie jej niewymiernosé. Uzyskalismy
wiec w istocie ogoélniejszy wynik, zwykle nazywany lematem Kroneckera.

Lemat Kroneckera (1884 r.). Zbidr czesci utamkowych
{{na}: n e N}

jest gesty w przedziale [0,1] wtedy i tylko wtedy, gdy a jest liczbg niewymierng.

Trzy dlugosci

Warto zauwazy¢ jeszcze jedna interesujaca ceche ciagu czesci ulamkowych liczb
postaci na. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy a = e i narysujmy 15 poczatkowych
wyrazow ciagu ({na})nen.

Leopold Kronecker (1823-1891).
Rys. 5: Zbior {{ne}: n=1,...,15}.

Natychmiast rzuca sie w oczy pewna regularno$é. Wydaje sie, ze odcinki taczace
sasiednie punkty (taczymy tez punkt ostatni z pierwszym) maja tylko trzy rozne
dhugosci.

Rys. 6: Odcinki réwnej dtugosci zaznaczono tym samym kolorem.

Hugo Steinhaus postawil hipoteze, ze tak bedzie zawsze. Dla dowolnej liczby
niewymiernej « oraz dowolnie duzego N € N oznaczmy

{{na}:n=1,... N} ={a,...,an},

przy czym 0 < a3 < ... < ay < 1. Uporzadkowany w ten sposéb zbidr
punktow tworzy naturalny podzial odcinka [0, 1]. Steinhaus sadzil, ze zbior
dtugosci odcinkéw tego podziatu, to znaczy zbiér réznic

A={ag —ai,a3 —ag,...,an —any_1,1 — (ay —aq)}

ma co najwyzej trzy elementy. Przypuszczenie to okazalo sie prawdziwe.

Twierdzenie o trzech dlugosciach (ang. Three-gap theorem). Dla dowolnej
liczby niewymiernej a i dowolnego n € N zbior A ma co najwyzej trzy elementy.

Jako pierwsi twierdzenie udowodnili niezaleznie w latach 50. XX w. Vera Soés,
Janos Suranyi i Stanistaw Swierczkowski. Znamy dzisiaj wiele dowodow tego
Hugo Steinhaus (1887-1972). twierdzenia, a ponizszy, elegancki i czysto kombinatoryczny, pochodzi od
Franka Lianga.

Dowdd. Wyobrazmy sobie, ze punkty a,, = {na} umieszczamy w przedziale [0, 1]
po kolei od n = 1 don = N. Niech B bedzie odcinkiem podziatu, ktéry, wsrod
wszystkich odcinkow tej samej dhugosci, powstal jako ostatni. Przypusémy, ze
Pamietajmy, ze a; nie musi by¢ lewym koiicem odcinka B jest punkt a;, a prawym a;. Wiemy zatem, ze odcinek
mniejsze niz aj, gdyz moze si¢ zdarzy¢, ¢ lewym koricu {(i + 1)a} i prawym koncu {(j + 1)a}, ktory dla prostoty
Zeai=an 1aj =al oznaczmy przez B + a, nie jest odcinkiem podziatu, poniewaz ma taks sama
dlugosé jak B. Musi wiec zachodzi¢ jedna z trzech mozliwosci: 1) i = N,
2) j = N, lub 3) we wnetrzu B + « lezy jaki§ punkt a,,. Jezeli zachodzi
przypadek 3), to n musi by¢ rowne 1, gdyz w przeciwnym razie we wnetrzu B
znajdowalby si¢ punkt a,_; i B nie bylby odcinkiem podzialu. Ostatecznie,
poniewaz przypadki 1), 2) i 3) nie zaleza od dtugosci odcinka B, liczba réznych
dhugosci nie moze by¢ wieksza niz trzy. O



Przez #X oznaczamy liczbe elementow
zbioru X.

Piers Bohl (1865-1921).

Wykorzystujemy to, ze podciaggdw jest
skoniczenie wiele.

Na niebiesko zaznaczono wyrazy ciagu
arytmetycznego (an, ;);>o0 0 réznicy d.

n+1

Liczba [b;] jest najmniejsza liczba
calkowita nie mniejsza niz b;.

Ciagi rozmieszczone ro6wnomiernie

Wiemy juz, ze dla dowolnej liczby niewymiernej « zbiér wartosci ciagu ({na})nen
jest gesty w przedziale [0, 1] oraz ze po obcieciu go w dowolnym miejscu dzieli on
przedzial [0, 1] na odcinki, ktore moga mieé¢ tylko trzy rézne diugosci. Pokazemy
teraz, ze ciag ten ma wlasnosc¢ istotnie silniejsza niz tylko gesto$é. Poréownajmy
najpierw rysunek 3 z analogicznym rysunkiem dla zbioru {{ne}: n =1,...,300}.

Rys. 7: Zbior {{ne}: n=1,...,300}.

Nie wystepuje tutaj zjawisko widoczne w przypadku ciagu (sinn),en, polegajace
na skupianiu sie warto$ci w wybranych punktach — odcinek [0, 1] jest pokryty
w miare rownomiernie. Sprobujmy te intuicje sformalizowac.

Niech (ay,)nen bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych. Powiemy, Ze jest on
rozmieszczony rownomiernie modulo 1, jezeli dla dowolnych z,y € [0,1], z < y
mamy

 #{1<n< N:{ay} € [z,y]}
lim =y-

Oznacza to tyle, ze dla kazdego podprzedziatu [z, y] przedziatu [0, 1] frakcja tych
wyrazoéw skoriczonego ciagu (an)n=1,... N, ktorych czesci utamkowe naleza do
[,y], ma przy N dazacym do +oo granice rowna dlugosci y — x tego
podprzedziatu.

Pokazemy, ze wlasnosé te posiada ciag ({na})nen, gdy o jest liczba
niewymiernag.

Twierdzenie o rownomiernym rozmieszczeniu. Cigg ({na})nen jest
rozmieszczony rownomiernie modulo 1 wtedy i tylko wtedy, gdy « jest liczbg
NIEWYMILETNG.

Dowadd. Jezeli « jest liczbg wymierna, to na jest liczba catkowita dla
odpowiednio duzych n, wiec ciag ({na}),en nie jest rozmieszczony
réwnomiernie.

Zalozmy, ze a jest liczba niewymierng i ustalmy € > 0. Na mocy lematu
Kroneckera wiemy, ze istnieje takie k € N, ze 6 := {ka} nalezy do przedzialu
(0,¢). Podzielmy ciag (na)nen na k podciagéw (an, ;)jz0, i = 1,..., k wzgledem
n modulo k, gdzie

A, ; = ta+ jka, 1=1,...,k, j=>0.

Wystarczy pokazaé, ze kazdy z tych k ciagdéw jest réwnomiernie rozmieszczony
modulo 1.

Ustalmy i € {1,...,k} i zauwazmy, ze

an, , =i+ jlko| + j{ka} = b; + jo, J=0

dla b; = ia + [ka]. Ciag (an, ;);j>0 jest zatem ciagiem arytmetycznym o réznicy
8. Niech z,y € [0,1], z < y. Jezelin € Nin > b;, to liczba m wyrazéw ciagu
(@n, ;)j>0 nalezacych do przedziatu [n 4 x,n + y] spetnia warunek

y—x y—x
—1<m<
5 ms

Dla dowolnego N € N wewnatrz przedziatu [ay, ,, an, v] = [bi, bi + N0] znajduje
sie doktadnie |b; + N¢| — [b;] odcinkow dlugosei jeden o koricach catkowitych:

+ 1.

[b:] [b:] +1 lbi + N§| —1  |b; + N§J
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Otrzymujemy zatem

(y;x—l)(N5—2)<sN< (ygxﬂ)m,

gdzie
sy =#{0<j < N:{an,,} € [z}

Dzielac te nieréwnosci przez N i przechodzac z N do +o0, otrzymujemy

limsupSWN<y—x+6<y—m+e

N—+oco
oraz
liminf N >y -z 6>y—z—e
Nt oo N ZY ZY ’
co z dowolnosci € konczy dowdd. O

Twierdzenie o réwnomiernym rozmieszczeniu zostato udowodnione niezaleznie
przez Piersa Bohla, Wactawa Sierpiriskiego i Hermana Weyla w latach 1909-
1910. Warto moze przy okazji nadmienié, ze najmniej z nich znany, Lotysz Bohl,
jako pierwszy udowodnil twierdzenie Brouwera o punkcie stalym dla wymiaru
trzy, ale jego wynik pozostal przez lata niezauwazony. Prace Weyla natomiast
istotnie przyczynilty sie do rozwoju teorii ciagdéw rozmieszonych réwnomiernie.
Znalazt on tez uniwersalne kryterium, pozwalajace w wielu sytuacjach
wnioskowaé o rownomiernym rozmieszczeniu

Wactaw Sierpinski (1882-1969).

Kryterium Weyla. Cigg (an)nen jest rozmieszczony réwnomiernie modulo 1
wtedy ¢ tylko wtedy, gdy dla kazdego k € N zachodzi

| X
lim — g e2mikan — ()
N—oto0o N ’
n=1

gdzie i jest jednostka urojong.

Dowéd kryterium Weyla nie jest szczegblnie skomplikowany, ale wymaga
posiadania pewnych wiadomosci o szeregach Fouriera, wiec nie bedziemy go
tu przytaczaé. Zamiast tego zobaczmy, jak tatwo mozna dzieki niemu uzyskaé
twierdzenie o rozmieszczeniu rownomiernym modulo 1 ciagu (na),en.
Zauwazmy, ze dla a,, = na mamy

N N N 1 — 27mikNa
2mika, _ 2mikna _ ( 2mika\™ _ € 2rika
e = e = e ) =—%¢ ,
1— eZﬂ'zka
n=1 n=1 n=1
Herman Weyl (1885-1955). przy czym w ostatniej rownosci wykorzystaliSmy wzor na sume skoriczonego

ciggu geometrycznego. Poniewaz « jest liczba niewymierna, to 1 — ek =£ (),
Ponadto |1 — e2™FNe| < 2. wiec

N
1 omik 1 2
75 eﬂ-za”Q—
‘anl

N |1 — e2mika|’

co koniczy dowdod.

Pierwsza polowa XX w. obfitowata w réznorodne wyniki dotyczace
réwnomiernego rozmieszczenia. Wspomnijmy na koniec o dwoch z nich. W 1935 r.
Jurjen Koksma pokazal, ze dla prawie wszystkich w sensie Lebesgue’a a > 1 ciag
(a™)nen jest rozmieszezony rownomiernie modulo 1. Troche pédzniej, w 1937 1.,
Iwan Winogradow w trakcie dowodu nieparzystej hipotezy Goldbacha wykazal,

L. Kuipers, H. Niederreiter, Uniform Z(? dla dovs{olnej liczby niewymiernej a ci??g (Pn&)nen, gdzie p, jest. n—t'ad liézbad
Distribution of Sequences, John Wiley ~ Pierwsza, jest rozmieszczony réwnomiernie modulo 1. Zdecydowanie wigcej

& Sons, New York, London, Sydney, informacji zainteresowany Czytelnik znajdzie w pracach cytowanych na
Toronto, 1974. marginesie.

A. Kar, Weyl’s equidistribution
theorem, Resonance, 8, 2003.



