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Poza niezaprzeczalnym picknem matematycznych teorii tym, co najbardziej
zacheca do uprawiania matematyki, jest szeroka gama jej zastosowan i olbrzymia
efektywnos¢ w modelowaniu $wiata rzeczywistego. Popularne jest nawet
okreslenie ,niepojeta skuteczno$é matematyki” (np. [W]). Warto jednak
pamietaé, ze modelowanie matematyczne jest czyms wiecej niz tylko wyjatkowo
uzytecznym mtotkiem wbijajacym kolejne gwozdzie, na ktérych opiera si¢ nasze
zrozumienie wszechswiata. Dzicki matematyce mozemy modelowaé nie tylko to,
co jest (w jakimkolwiek tego slowa znaczeniu) rzeczywiste, ale tez wszystko, co
tylko potrafimy sobie wyobrazi¢. Artykul ten po$wiecony jest wlasnie
przykladowi, ktéry ilustruje te uniwersalnosé zastosowan matematyki:
modelowaniu tzw. inwazji zombie — katastrofy bedacej popularnym tematem
horroréow.

1. Zombie — wstepne informacje

Rozpoczniemy od zagadnienia inwazji zombie. Przede wszystkim trzeba
odpowiedzie¢ na pytanie, czym (badz kim) jest zombie? Samo pojecie wywodzi
sie z karaibskich kultéw voodoo, gdzie tak nazywany byt czlowiek, w ktorego
ciele przebywal przywolany przez czarownika duch. Miat on by¢ catkowicie
postuszny kontrolujacemu go szamanowi i wykonywaé za niego rozmaite prace.
Jednak w tym artykule przez zombie rozumieé¢ bedziemy postaé¢ spopularyzowana
przez wspoélczesna popkulture (przede wszystkim horrory): powstatego z grobu
czlowieka, obdarzonego jedynie resztkami §wiadomosci, ktérego instynkt zmusza
do polowania na ludzi i przemieniania ich w kolejne zombie.

W najbardziej dzi$ znanej postaci zombie pojawily sie po raz pierwszy w filmie
George’a Romera ,,Noc zywych trupéw” w roku 1968. Od tego czasu zombie
urosty i utwierdzily si¢ w wielu dziedzinach kultury masowej: rynek z nimi
zwigzany jest wyceniany obecnie na okoto 6 miliardéw dolaréw. Poza wieloma
filmami (ostatnio: World War Z), serialami (najpopularniejszy: Zywe trupy)

i ksiazkami sa tez tematami teledyskéw (np. Thriller Michaela Jacksona) oraz
bardzo licznych gier komputerowych, a nawet planszowych (np. Last Night

on Earth) oraz popularnej na amerykanskich kampusach gry
fabularno-zrecznosciowej Humans vs. Zombies. O popularnosci tematu moze
$wiadczy¢ fakt, ze Center for Disease Control and Prevention, najwieksza
amerykanska agencja zajmujaca sie walka z epidemiami (ale tez np. kleskami
zywiolowymi) opublikowala podrecznik z instrukcjami dotyczacymi zachowania
sie w takich wlasnie sytuacjach i wecze$niejszego przygotowania do nich na
przyktadzie. . . masowego pojawiania sie zombie.

Jakie sg cechy charakterystyczene takiego ,,wspdlczesnego” zombie? Oczywiscie,
pomiedzy rozmaitymi koncepcjami tego stwora istnieje wiele réznic, ale mozna
tez znalez¢ sporo cech wspolnych. Zombie jest to po prostu ,ozywione” w jaki$
sposob ciato czlowieka w réznym stopniu rozktadu. Jak mozna si¢ domyslic,
powinien wyglada¢ odrazajaco (choé¢ niekoniecznie, przynajmniej w pierwszych
chwilach po przemianie), co zreszta jest czescia jego popkulturowej roli —

w koncu ma budzi¢ groze i wstret w odbiorcach danego horroru. Zombie
zazwyczaj nie przejawiaja wlasnej inicjatywy dziatania, z wyjatkiem instynktu
poszukiwania zywych ludzi, na ktérych mogliby zerowaé¢ badz przemieniaé ich

w istoty podobne sobie. Poruszaja sie¢ powoli, lecz wytrwale, nie podlegajac
koniecznosci wypoczynku. Zywig sie gléwnie ludzmi. To, w jaki sposb powstaly
(poza osobnikami ,zarazonymi” przez inne zombie), jest najczesciej tajemnica,
ktéra probuja rozwiktaé¢ ludzcy bohaterowie utworéw o zombie. Najczestszymi
powodami powstania zombie sa tajemnicze wirusy oraz blizej niezidentyfikowane
promieniowanie radioaktywne. Czesto wystepuja w duzych grupach, co stanowi
szczegoOlne zagrozenie dla ludzi, ktérzy chea uniknaé zjedzenia i przemiany

w zombie. Takie masowe ich pojawienie si¢ jest zazwyczaj olbrzymim
zagrozeniem dla calej ludzkiej cywilizacji, co wyrdznia ich spomiedzy innych
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wystepujacych w horrorach potworéow, ktore zwykle sa zagrozeniem dla jednostek,
czasem jakiej$ okolicy, ale raczej nie dla calego §wiata. Wladnie taki kataklizm,
znany jako inwazja lub apokalipsa zombie, jest tematem wielu utworow, a takze
stal si¢ przedmiotem badan co najmniej dwu grup matematykow.

2. Modelowanie inwazji zombie

7Z praktycznego punktu widzenia zombie (czesto w przeciwienistwie do ludzi) sa
idealne do matematycznego modelowania, gdyz wystepuja w duzych, podobnie
zachowujacych sie grupach, dziataja praktycznie bez udziatu $wiadomosci

i przede wszystkim przemieszczaja sie bez widocznego celu, wiec mozna
zakladaé, ze czynia to w sposéb losowy.

Ze wzgledu na sposéb zywienia si¢ zombie naturalnie narzucajacym si¢ modelem
dynamiki inwazji jest model typu drapieznik-ofiara. Jednakze taki (dosy¢
upokarzajacy dla ludzi) system nie odzwierciedla calej prawdy o rozwoju inwazji:
w wigkszosci filméw ludzie nie sa bezbronnymi ofiarami (w kazdym razie nie
wszyscy) — moga sie bronié i w jaki$ sposéb eliminowaé zagrazajace im potwory.
Dlatego ostatecznie pomyst modelowania inwazji zombie zaczerpnigto

z epidemiologii. ,,Zombizm” zostal potraktowany jako choroba zakazna.

Tego typu modele sa badane doé¢ intensywnie od dawna. Opieraja si¢ zazwyczaj
na ukladzie rownan rézniczkowych opisujacych dynamike zmian przynaleznodci
czlonkéw pewnej populacji do grup: zdrowych (lecz podatnych na infekcje),
zarazonych choroba zakazna i martwych. Same rownania tworzone sa

na podstawie szacowanego prawdopodobienstwa kontaktu osoby zdrowej

i zarazonej oraz prawdopodobienstwa zarazenia w przypadku takiego kontaktu.
W modelach zwiazanych z inwazja zombie pojawiaja si¢ przede wszystkim dwa
nowe elementy: po pierwsze, osoby zaklasyfikowane jako zmarli moga powracac
do modelu jako zarazeni ,zombizmem” (w przypadku typowych choréb raczej sie
to nie zdarza), a po drugie, spotkanie zarazonego z podatnym na infekcje moze
wywolywaé wiecej niz jeden efekt, co powoduje powstanie dodatkowego czynnika
nieliniowego, a co za tym idzie — moze indukowac ciekawe dla dynamiki uktadu
efekty.

Pierwsze matematyczne modele inwazji zombie przedstawila grupa studentow
To nie jest literéwka. Autor artykulu pod kierownictwem profesora Roberta J. Smitha? z uniwersytetu w Ottawie
Zl;tyytf:rﬁf ﬁ:ﬁﬁiflg Smith? ze znakiem —  hracy [Sm?] w 2009 roku. Prezentacje ich wynikéw rozpoczne od tzw. modelu
podstawowego, na ktérym bazuja wszystkie kolejne.

3. Model podstawowy

Przez S oznaczamy liczbe ludzi niezarazonych, ale podatnych na ,zombizm”
(zakladamy, Ze nie ma ludzi, ktérzy z zalozenia sa odporni na zaraze). Przez Z
oznaczamy liczbe aktywnych, zarazajacych zombie, zas przez R — liczbe
zmarltych. Prawdopodobienstwo spotkania zombie i ,,zdrowego” czlowieka jest
proporcjonalne do iloczynu SZ. Wspolezynnik 5 odpowiada za
prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku takiego spotkania czlowiek zostanie
zarazony, a « — za prawdopodobienstwo tego, ze zombie zginie (oczywiscie,
zgodnie z wiedza, jaka wynosimy z horroréw, g jest znaczaco wigksze niz «).
Dodatkowo zaktadamy, ze ludzie moga umiera¢ z powodow niezwiazanych z
inwazja (o umieralnosci decyduje parametr ¢), a zmarli moga przemieniaé sie w
zombie (o czym decyduje parametr (). Poczatkowo do modelu byt wlaczony
réwniez parametr 7(S) odpowiadajacy za przyrost naturalny, jednak zostal on
odrzucony ze wzgledu na zalozenie (pochodzace z ,obserwacji”) o krétkim czasie
trwania inwazji zombie. Ostatecznie uktad rownan liniowych dla tego modelu
wyglada nastepujaco:

S' = —BSZ - 35S
Z'=(B—-a)SZ + (R
R =6S+aSZ - (R
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Model ten rozwiazaé jest dosé tatwo, ale wnioski nie sa zbyt optymistyczne.
Powstaja dwa punkty réwnowagi odpowiadajace sytuacji braku zombie oraz
catkowitej zagtady ludzkosci. Niestety, tylko ten drugi okazuje si¢ by¢ stabilny,
(prawie) niezaleznie od warto$ci parametréw. Zatem zombie i ludzie w tym
scenariuszu nie moga wspotistnie¢. Praktycznie pewne jest, ze w koncu zombie
zainfekuja wszystkich ludzi.

Jednakze utwory na temat zombie dostarczaja szerokiej palety rozwiazan
problemu: od kwarantanny, przez znalezienie lekarstwa, po bezposrednig walke
zbrojna z potworami. Warto tez uwzglednic, ze ludzie nie staja sie zombie
natychmiast. Moze ktéres z tych zalozen pozwoli ludzkosci przetrwaé apokalipse?

4. Modele rozbudowane

Pierwsza poprawka do modelu podstawowego jest wprowadzenie nowej kategorii:
I, czyli zainfekowanych. Zgodnie z zasadami wigkszosci filméw, ludzie nie
zmieniaja siec w zombie natychmiast. Zamiast tego przez pewien okres (zazwyczaj
ok. 24 godziny) podlegaja stopniowe]j przemianie, w trakcie ktérej nie sa jeszcze
zagrozeniem dla innych. Zainfekowani nadal moga umrze¢, zanim zmienia si¢
w zombie (z tym samym prawdopodobienstwem §). W innym przypadku
przechodza do grupy Z (z parametrem p) odpowiadajacym za predkosé
przemiany.
Rownania opisujace ten model wygladaja nastepujaco:

S'=-BS7Z—6S

I'=857Z—(p+)I

Z'=pl —aSZ+ (R

R =46(S+1)+aSZ—(R.

Analizujac dynamike ukladu, znéw otrzymujemy dwa punkty réwnowagi:
odpowiadajacy za zupelny brak zombie i za kompletna zaglade ludzkosci.
Niestety, znéw tylko ten drugi okazuje si¢ by¢ stabilny, czyli i w tym przypadku
zombie w koncu zainfekuja wszystkich. Dzieje sie to jednak wolniej niz w modelu

podstawowym, co mozna zaobserwowaé na rysunkach 3 i 4 (uzyto tu
parametréw: a = 0.005, 5 = 0.0095, ¢ = 0.0001, 6 = 0.0001, p = 0.005).

SIZR Model- RO = 1 with IC = DFE
(same values for parameters used in previous figure)
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Rys. 3. Model podstawowy

Rys. 4. Model z opéZniong przemiang

Kolejny analizowany we wspomnianym artykule model dodaje nowa grupe oséb:
ludzi zainfekowanych lub zmienionych w zombie poddanych kwarantannie, czyli
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usunietych z populacji i niemogacych zarazac. Te grupe oznaczamy przez Q).
Za mozliwos¢ chwytania i umieszczania pod kwarantanna oséb niebezpiecznych
odpowiadaja parametry o i k. Z kolei parametr v oznacza prawdopodobienstwo
podjecia proby ucieczki spod kwarantanny. By spojrze¢ na sprawe
optymistyczniej, zaklada sig, ze teren kwarantanny jest chroniony idealnie, wiec
wszystkie proby ucieczki koncza sie $miercia (przy czym zabici w ten sposob tez
moga powr6cié jako zombie). Graficznie model mozemy przedstawié¢ nastepujaco:
[oR]
|

' R
~[SEIMZER
KI\J\ >/c ; aSZ
Q"
za$ rOwnania w tym przypadku to

S'=—-pSZ—45S8

I'=BSZ —(p+6+r)I
Z'=pl —aSZ —o0Z + (R

R =6(S+1)+aSZ—CR+~Q
Q =kl+0Z—7Q.

Punkty réwnowagi modelu z kwarantanna nie réznia si¢ od poprzednich: sa nimi
kompletny brak zombie oraz zupelny brak zdrowych ludzi. Ale tym razem
stabilnosé jest bardziej delikatna kwestia. Okazuje sie, ze brak zombie jest
stabilnym punktem réwnowagi wtedy i tylko wtedy, gdy tzw. wspdélczynnik

reprodukcji wynosi Ry = % < 1 (dla duzych N mozna przyblizy¢ przez

Ry ~ (pf—g)a). W innym przypadku stabilnym punktem statym jest punkt

zaglady.

Teoretycznie sytuacja jest lepsza niz w dwu pierwszych modelach. Jesli
zakladamy (3 > « (zombie sa wiekszym zagrozeniem dla ludzi niz ludzie dla
zombie), to decydujacym czynnikiem staje sig szybkie wykrycie i izolowanie
zainfekowanych (wsp6lezynnik k). Jednakze, ze wzgledu na problemy techniczne
(trudnos$¢ wykrywania zainfekowanych oraz stworzenia i utrzymania terenu
kwarantanny) mato prawdopodobne sa duze wspé6lezynniki £ i o, wiec mozna sie
spodziewaé Ry > 1 i scenariusza zaglady (ponownie wolniejszej niz bez
kwarantanny). Zatem zorganizowanie systemu kwarantanny nie daje ludzkosci
wielkiej nadziei na przetrwanie.

Przykltadowe rozwiazanie tego scenariusza przedstawia rysunek 4.

SIZRQ Model— RO > 1 with IC = DFE
(same values for parameters used in pravious figure)
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Rys. 5. Model z kwarantanng (Ro > 1)

W kolejnym modelu zapominamy o kwarantannie. Zreszta nie jest juz potrzebna,
gdyz tym razem zaktadamy, ze naukowcy wynalezli mozliwe do
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natychmiastowego wyprodukowania lekarstwo na ,zombizm”. Skoro dysponujemy
lekarstwem, nie potrzebujemy kwarantanny, ale leczymy wszystkich, ktorych
mogliby$my odosobni¢. Wyleczone zombie staja si¢ na powr6t ludzmi (szanse na
to oznaczamy przez c), lecz weiaz sa podatne na ponowne zarazenie. Nieco
optymistyczne jest w tym modelu zalozenie, ze wyleczy¢é mozna kazdego,
niezaleznie od tego, w jaki sposéb zostal zombie i w jakim jest stanie. Model
opisuja nastepujace rownania:

S'=—-BSZ —565+cZ
I'=p6S7Z —(p+0)I
7' =pl —aSZ —cZ + (R
R =6(S+1)+aSZ—-(R
lub ponizszy graf:
&S

T
S B %Z]E[R
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cZ

Jest to pierwszy model, w ktorym ludzie i zombie moga wspoélistnie¢. Dzigki
sktadnikowi ¢Z stabilnym punktem réwnowagi tego ukladu jest:

(8,1I,Z,R) = (5, gZ, Z, %2). Jak wida¢, liczba ludzi, ktérzy beda koegzystowaé
z zombie, zalezy gtoéwnie od efektywnosci leczenia: c¢. Wedlug przewidywan
autoréw artykutu, liczba ta bylaby niewielka, jak w symulacji na rysunku 5.

SIZR with Cure — RO > 1 with IC = DFE
(same values for parameters used in previous figure)
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Rys. 6. Przyktadowe wyniki modelu z leczeniem

Podsumowujac, autorzy stwierdzili, ze wszystkie ,,pokojowe” metody
pozostawiaja ludzkosé w sytuacji nie do pozazdroszczenia. Na koniec zostawili
scenariusz, ktéry daje ludziom najwigksze szanse. Zaktadaja w nim, ze po
zgromadzeniu odpowiedniej ilosci zasobéw (np. broni, amunicji, przeszkoleniu
zolnierzy) ludzko$é moze wykonaé strategiczny kontratak, niszczac czesé
populacji zombie. Pomiedzy atakami musi uptynaé troche czasu, by uzupetnié
zasoby i skoordynowaé¢ dziatania. W kazdym ataku ludzko$¢ musi zniszczyé
(procentowo) coraz wiecej zombich. Model zostal zapisany w nastepujacej
postaci:

S'=—-BSZ—0S, t#t,
Z'=(B-a)SZ+(R, t#t,
R =6S4+aSZ — (R, t#t,
AZ = —knZ, t =t,,

gdzie k oznacza procentowa skutecznosé pierwszego kontrataku, a n numer
kontrataku. Symulacje wygladaja bardzo obiecujaco:

5



Eradication with increasing kill ratios
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Rys. 7. Model z kontratakami - wykres liczby zombie dla k = 0.25.

Jak wida¢, jest to pierwszy model dajacy ludzkosci realne szanse na pokonanie
epidemii. Jednakze jest to model mato praktyczny, gdyz nie wyjasnia
najwazniejszego: jak przeprowadzaé tak skuteczne kontrataki. Mimo tego analiza
wszystkich scenariuszy doprowadzila autoréw do wniosku, ze w przypadku ataku
zombie trzeba dziala¢ szybko i agresywnie, jesli ludzko$¢ ma przetrwac.

Time

5. Dalsze badania i uwagi koncowe

Artykul studentow z Ottawy byl tylko pierwszym przyczynkiem do
matematycznego modelowania epidemii zombie. Twoérczo rozwineli temat
studenci Texas A & M University pod opieka profesor J.M. Linhart ([Cho], [DR],
[GW]). Modyfikowali oni model podstawowy, badajac m.in. zalozenia o
przyroscie naturalnym (inwazja dlugoterminowa), braku mozliwosci
przeksztalcania wszystkich lub czesci zmartych w zombie oraz (zaleznym od
klimatu) postepujacym rozkladzie zombie. Jako ze badane modele sa analogiczne
do dotychczasowych, nie bede tu rozpisywal wszystkich réwnan i wynikéw
otrzymanych przez teksanczykdéw. Zalecenia dla ludzkosci, bedace wnioskami
z ich badan, to koniecznosé uzbrojenia i przeszkolenia obywateli w obstudze
broni, rozproszenie lub ukrycie sie (by zmniejszy¢ prawdopodobienstwo spotkania
z potworami) oraz przeprowadzka w cieplejszy lub w jaki$ inny sposéb bardziej
ekstremalny klimat. Oczywiscie, konieczne okazuje si¢ tez zwiekszenie skali
funduszy przeznaczonych na matematyczne badania — w konicu moga one
uratowaé cywilizacje.
Warto zwroci¢ uwage réwniez na inne naukowe podejscia do tematyki zombie.
Np. w [CGH], na podstawie modeli z [Sm?] autorzy prébuja z wykorzystaniem
metod statystycznych obliczyé¢ optymalny moment opuszczenia kryjéwki
w zaleznosci od obserwacji liczby zombie w okolicy. Z kolei autor [Cho] bada
prawno-podatkowe konsekwencje pojawienia si¢ nieumartych (przede wszystkim
zombie, ale tez wampiréw), dochodzac do milego politykom wniosku, ze $mieré¢
nie powinna by¢ podstawa do unikniecia opodatkowania i zombie réwniez
powinny sie dotozy¢ do ,umowy spotecznej”.
Czy wszystko to, co opisatem, jest tylko matematyczna zabawka bez zadnych
zastosowan (oczywiscie, jesli nie wierzymy w ewentualno$é takiej inwazji)?
Okazuje sie, ze nie do konca. Podobnymi modelami, w ktérych ,jusunieci
z zakresu zainteresowan” moga do modelu powracac¢, mozna opisa¢ choroby
przechodzace w postac¢ uspiona, takie jak wirusowe zapalenia watroby i niektore
grzybice. Takie sytuacje moga tez zachodzi¢ w modelach niezwiazanych
z medycyna, takich jak dynamika organizacji spotecznych (np. partii
politycznych). Jednakze sam Robert J. Smith? zwrécil uwage na najbardziej
spektakularne znaczenie swojego artykulu: pobudzanie zainteresowania
matematyka i matematycznym modelowaniem wérod szerokiej publicznodci.
Informacje o matematykach badajacych inwazje zombie pojawily sie we
wszystkich najbardziej znanych amerykanskich i kanadyjskich gazetach. Smith?
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twierdzi, ze otrzymal tysiace wiadomosci tylko o szkolnych projektach
matematycznych zainspirowanych ta praca, nie méwiac juz o pojedynczych
osobach zacheconych do tak niebanalnej nauki. Powinno to stawiaé tworcéw
programu szkolnej matematyki i nauczycieli przed niepokojacym pytaniem: jak
bardzo przerazajaca musi by¢ dla uczniéw matematyka, skoro dopiero
towarzystwo zombie czyni ja bardziej przyjazna i interesujaca?

Literatura
[CGH] B. Calderhead, M. Girolami, D. J. Higham, Is It Safe To Go Out Yet?

[Cho]

Statistical Inference in a Zombie Outbreak Model , University of
Strathclyde, Departament of Mathematics and Statistics Research Report
6/2010.

A. Cho, Surviving a zombie apocalypse, Technical report, Texas A & M
University, 2012. Final Project, Math 442.

A.Chodorow, Death and Taxes and Zombies, lowa Law Review, 1207
(2013).

F. Doe, A.Roehling, Zombies, Technical report, Texas A & M University,
2012. Final Project, Math 442.

F. Withrow, T. Gleasman, When zombies attack: Round 2, Technical
report, Texas A & M University, 2012. Final Project, Math 442.

P. Munz, I. Hudea, J. Imad, R. J. Smith? When zombies attack!:
Mathematical modelling of an outbreak of zombie infection, Infectious
Disease Modelling Research Progress, 2009

E. Wigner, The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural
Sciences, Communications in Pure and Applied Mathematics, t. 13, 1
(1960), 114.



